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THE H E L I X - C O I L  TRANSITION B A S E D  O N  CORRELATED WALKS 

S H l G E J l  F U J I T A ,  ESTELA BLAISTEN-BAROJAS, 

l n s t i t u t o  d e  F i s i c a ,  U N A M ,  A . P .  2 0 - 3 6 4 ,  M Q x i c o  2 0 ,  D . F . ,  a n d  

SALVADOR V .  G O D O Y  

F a c u l t a d  d e  C i e n c i a s ,  U N A M ,  M E x i c o  2 0 ,  D.F. 

ABSTRACT.- T h e  h e l i x - c o i l  t r a n s i t i o n  i n  p o l y p e p t i d e s  i s  t r e a t e d  o n  

t h e  b a s i s  o f  t h e  c o r r e l a t e d  w a l k  m o d e l .  T h e  m o d e l  a c c o u n t s  f o r  

t h e  p h y s i c a l  s h a p e  ( h e l i x  o r  c o i l )  a n d  t h e  h y d r o g e n  b o n d i n g .  The  

s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c a l  c a l c u l a t i o n s  r e p r o d u c e  t h e  e s s e n t i a l  f e a t u -  

r e s  o f  t h e  Z i m m - B r a g g  t h e o r y .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  n u c l e a t i o n  f a c t o r  

u i n  t h e  l a t t e r  t h e o r y  i s  r e l a t e d  t o  t h e  t u r n  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  

p o l y m e r  s e g m e n t s ,  a n d  t h e r e f o r e  c a n  be c a l c u l a t e d  w i t h i n  t h e  m o d e l .  

A c l e a r  p i c t u r e  o f  t h e  o r i g i n  o f  t h e  n u c e l a t i o n  t e r m ,  w h i c h  r e p r e -  

s e n t s  t h e  d i f f i c u l t y  o f  f o r m i n g  a f i r s t  t u r n  o f  a h e l i x ,  e m e r g e s .  

T h e  t h e o r y ,  a p p l i e d  t o  a D N A ,  p r e d i c t s  a s h a r p e r  p h a s e  t r a n s i t i o n ,  

w h i c h  i s  i n  a g r e e e m e n t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  o b s e r v a t i o n .  

1 .  I NTRODUCTI O N  

I n  1959 ZimmandBragg ( 2 - B )  p u b 1  i s h e d  a c l a s s i c  p a p e r  o n  t h e  h e 1  i x - c o i l  

t r a n s i t i o n  i n  p o l y p e p t i d e s  i n  t e r m s  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  a m o d i f i e d  I s -  
I i n g  c h a i n  . T h i s  t h e o r y  d e s c r i b e s  t h e  q u a l i t a t i v e  f e a t u r e s  o f  t h e  p h a -  

s e  t r a n s i t i o n  v e r y  w e l l .  I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  n a r r o w  t e m p e r a t u r e  r a n g e  

u s u a l l y  o b s e r v e d  f o r  t h e  t r a n s i t i o n  i s  a c c o u n t e d  f o r  b y  t h e  s m a l l n e s s  

o f  t h e  n u c l e a t i o n  p a r a m e t e r  U. R e c e n t l y  we p r o p o s e d  a t h e o r y  o f  t h e  

c o n f o r m a t i o n  o f  a p o l y m e r  w i t h  n o  h y d r o g e n - b o n d i n g ,  b a s e d  o n  t h e  c o r r e -  

l a t e d  w a l k  m o d e l  . E x t e n d i n g  t h i s  m o d e l  w i t h  i n c l u s i o n  o f  t h e  h y d r o g e n  

- b o n d i n g ,  we p r o p o s e  a n e w  m o d e l  o f  a p o l y m e r  c a p a b l e  o f  t h e  h e l i x - c o i l  

t r a n s i t i o n .  T h i s  g e n e r a l i z e d  m o d e l  c o n t a i n s  t h e  Z - B  m o d e l  a s  a s p e c i a l  
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300 S. F U J I T A ,  E .  BLAISTEN-B. ,  S. G O D O Y  

c a s e  i f  we l o o k  o n l y  a t  t h e  h y d r o g e n - b o n d i n g  s t a t e s  o f  e a c h  a - a m i n o  a c i d  

r e s i d u e  - N H - C H R - C O -  b u t  i t  i n c o r p o r a t e s  t h e  p h y s i c a l  s h a p e ,  t h a t  i s ,  t h e  

h e l i c a l  and c o i l  s t a t e s  o f  t h e  p o l y m e r  a s  w e l l .  

The a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  s u i t a b l e  f o r  d e a l i n g  w i t h  t h e  h e l i x - c o i l  

t r a n s i t i o n  h a s  b e e n  o b t a i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  m o d i f i e d  l i n e a r  

c o r r e l a t e d  w a l k .  T h e  m a i n  f e a t u r e s  o f  o u r  r e s u l t s  a r e  a s  f o l l o w s :  

( a )  t h e  Z - B  t h e o r y  i s  r e c o v e r e d ;  

( b )  t h e  i n i t i a t i o n  o f  a h e l i c a l  t u r n ,  w h i c h  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  

n u c l e a t i o n  p a r a m e t e r  u i n  t h e  Z - B  m o d e l ,  c a n  be  d i s c u s s e d  a n d  corn 

p u t e d  i n  t e r m s  o f  t h e  c o r r e l a t e d  w a l k  p a r a m e t e r s ;  

( c )  a s h a r p e r  t r a n s i t i o n  i s  o b t a i n e d  f o r  D N A  t h a n  f o r  p o l y p e p t i d e s .  

2 .  T H E  MODEL. 

L e t  u s  c o n s i d e r  a p o l y p e p t i d e ,  H-(NH-CHR-CO),,-OH, w h e r e  n i s  t h e  number 

o f  a m i n o  a c i d  r e s i d u e s .  

The c o n f o r m a t i o n  o f  t h e  p o l y m e r  i n  s o l u t i o n  w i l l  be r e p r e s e n t e d  b y  a 

m o d e l - p o l y m e r  s t r e t c h e d  o v e r  o n  a s i m p l e  c u b i c  l a t t i c e  w i t h  t h e  f o l l o w -  

i n g  r u l e s :  a s e g m e n t  f o l l o w s  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  p r e c e d i n g  s e g m e n t  w i t h  

p r o b a b i l i t y  a o r  t u r n s  a t  r i g h t  a n g l e s  ( f o u r  p o s s i b i l i t i e s )  w i t h  p r o -  

b a b i l  i t y  y b u t  d o e s  n o t  r e v e r s e .  T h e  p r o b a b i l i t i e s  a r e  n o r m a l i z e d  s u c h  

t h a t  u + 4y = 1 .  

The l a t t i c e  c o n s t a n t  a o w i l l  be c h o s e n  t o  e q u a l  t h e  a v e r a g e  l i n e a r  

s i z e  o f  t h e  u n i t  a m i d e  r e s i d u e .  I n  a c o i l  s t a t e ,  t h e  a v e r a g e  g l o b a l  

s h a p e  o f  t h e  p o l y m e r  w i l l  be  c h a r a c t e r i z e d  i n  t e r m s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  

( a ,  y )  a n d  a,. I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  mean s q u a r e  e n d - t o - e n d  d i s t a n c e  

f o r  a m o d e l - p o l y m e r  i s  c a l c u l a t e d  t o  be 2 

L e t  u s  now c o n s i d e r  t h e  e f f e c t  o f  t h e  h y d r o g e n  b o n d i n g .  In t h e  Pau l ing  

- C o r e y  a l p h a - h e 1  i x  s t r u c t u r e ,  e a c h  a r n i d e  ( C O N H )  i s  h y d r o g e n - b o n d e d  t o  t h e  

c a r b o n y l  o x y g e n  o f  t h e  t h i r d  f o l l o w i n g  a m i d e  g r o u p .  I n  a h e l i c a l  s t a t e  

3 . 6  s u c c e s s i v e  s e g m e n t s  f o r m  a l o o p  a r o u n d  t h e  h e l i c a l  a x i s .  We w i l l  

r e p r e s e n t  t h i s  s t a t e  b y  a c l o s e d  c o r r e l a t e d  p a t h  d e s c r i b i n g  a s q u a r e  a. 
We f u r t h e r  assume t h a t  t h e  h y d r o g e n - b o n d i n g  i s  a t t a i n e d  o n l y  when a s e g -  

m e n t  c o m p l e t e s  a s q u a r e  w i t h  t h e  p r e c e d i n g  t h r e e  s e g m e n t s .  T h i s  c o m p l e -  

t e s  o u r  m o d e l .  
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I f  t h e  h y d r o g e n - b o n d i n g  s t a t e  o f  t h e  m o d e l - p o l y m e r  i s  l o o k e d  a t ,  i t  

w i l l  be r e p r e s e n t e d  b y  a s e q u e n c e  s u c h  a s  0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1  ... w h e r e  t h e  

d i g i t  1 r e p r e s e n t s  a b o n d e d  s e g m e n t  a n d  t h e  d i g i t  0 a n  u n b o n d e d  s e g m e n t .  

The f i r s t  t h r e e  s e g m e n t s  a r e  a l w a y s  u n b o n d e d  a n d  n o  s e q u e n c e  o f  l e s s  t h a n  

t h r e e  0 ' s  s h o u l d  a p p e a r  b y  c o n s t r u c t i o n .  T h i s  i s  i n  c o m p l e t e  a g r e e m e n t  

w i t h  t h e  o r i g i n a l  2 - 9  m o d e l .  

3 .  T H E  H E L I X - C O I L  TRANSITION 

Our m o d e l  c l e a r l y  c o n t a i n s  t w o  e x t r e m e  s t a t e s :  r a n d o m  c o i l  a n d  h e l i c a l  

s t a t e s .  L e t  u s  now l o o k  a t  t h e  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  t h e  t w o .  T h e  a n a l y -  

s i s  o f  t h e  o r i g i n a l  m o d e l  i s  f a r  t o o  c o m p l i c a t e d  a s  i t  s t a n d s .  We w i l l  

now r e d u c e  i t  t o  a m a n a g e a b l e  m o d e l .  

L e t  u s  t a k e  a m o d e l - p o l y m e r  w i t h  s e v e r a l  r e p e a t e d  s q u a r e s  r e p r e s e n t i n g  

h e l i c a l  l o o p s .  We w i l l  l o o k  a t  i t ,  f o u r  s u c c e s s i v e  s e g m e n t s  c o l l e c t i -  

v e l y  f r o m  o n e  e n d .  E a c h  u n i t  o f  t h e  f o u r  may e i t h e r  f o r m  a s q u a r e  o r  

n o t .  T h e  s t a t e  o f  t h e  j- u n i t  w i l l  be r e p r e s e n t e d  b y  t h  

p =  1 

The s t a t i s t i c a l  w e i g h t  o f  a g i v e n  s t a t e  I u . 1  o f  t h e  c h a i n  o f  u n i t s  

f o r  c l o s e d  s q u a r e  ( l o o p )  

f o r  o p e n .  ( 2 )  j - 1  

J 
i s  now assumed t o  be t h e  p r o d u c t  o f  t h e  f o l l o w i n g  f a c t o r s :  

( 1 )  t h e  l o o p  f o r m a t i o n  f a c t o r  p i f  11 = 1 , 
( 2 )  t h e  f a c t o r  q = 1 - p  i f  p = - 1  , 
( 3 )  t h e  B o l t z m a n n  f a c t o r  e x p ( B K )  i f  a l o o p  f o l l o w s  a n o t h e r  l o o p  a n d  

u n i t y  o t h e r w i s e ;  t h e  e n e r g y  K r e p r e s e n t  t h e  b o n d  e n e r g y  b e t w e e n  

t h e  u n i t s .  

j 

j 

The l o o p  f o r m a t i o n  f a c t o r  p i s  p r e s c r i b e d  t o  a c c o u n t  f o r  t h e  f a c t  

t h a t  t h e  s e g m e n t s  i n  t h e  u n i t  m u s t  p r o c e e d  i n  a w e l l - d e f i n e d  o r i e n t a t i o n  

t o  c l o s e  a s q u a r e .  T h i s  f a c t o r  t h e r e f o r e  may be c h o s e n  a s  

p = y 4  . ( 3 )  
T h e  t o t a l  b o n d  e n e r g y  may be e x p r e s s e d  b y  t h e  H a m i l t o n i a n  

w h e r e  
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The above a s s u m p t i o n  a b o u t  t h e  s t a t i s t i c a l  f a c t o r s  c o n s t i t u t e  a h i g h l y  

s i m p l i f i e d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p r o b l e m .  I n  p a r t i c u l a r ,  a p a r t i a l l y  

fo rmed s q u a r e  f o l l o w e d  by  a c o m p l e t e  c l o s e d  s q u a r e  c a n  g e t  no  b e n e f i t  o f  

b o n d i n g  i n  t h i s  s i m p l i f i e d  m o d e l .  A t h e o r y  i m p r o v e d  upon  t h i s  p o i n t  w i l l  

be r e p o r t e d  e l  sewhere .  

The p a r t i t i o n  f u n c t i o n  2 f o r  t h i s  s i m p l i f i e d  mode l  c a n  be o b t a i n e d  s i m  

p l y ,  u s i n g  t h e  s t a n d a r d  l s i n g  l a n g u a g e s 3 .  The t r a n s f e r  m a t r i x  T i s  givenby 

The l a r g e s t  r o o t  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  

I T  - = 0 (7) 
i s  g i v e n  by 

2 
A ,  - 2, [ I  + s + J ( 1  - s)2 + 4 t  1 '  (8) 

where t E p / q  and s E t  e x p ( 6 K )  i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  h e l i x  c o n t r i b u t i o n  t o  

t h e  p a r t i t i o n  f u n c t i o n  t o  t h e  c o i l  c o n t r i b u t i o n .  

I n  the 1 i m i t  o f  l a rge  n ,  t h e  f r e e  e n e r g y  J, p e r  u n i t  i s  g i v e n  by  

J, = - kT I n  A ,  . (9) 
The a v e r a g e  d e g r e e  o f  h e l i c i t y ,  t h a t  i s ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  number o f  

h e l i c a l  l o o p s  t o  t h e  t o t a l  number o f  u n i t s ,  i s  

a l l n  x o =  s x o - 1  
a(BK) x o 2 x o - s - 1  

< f >  

T h i s  q u a n t i t y  i s  p l o t t e d  i n  F i g .  1 as  a f u n c t i o n  o f  s. 
F o r  s m a l l e r  v a l u e s  o f  t h e  l o o p  f o r m a t i o n  f a c t o r  p ( o r  t ) ,  t h e  t r a n s i -  

t i o n ,  w h i c h  o c c u r s  a r o u n d  s = 1 ,  becomes more  and  more  a b r u p t .  A r e a s o n a -  

b l e  f i t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  o b s e r v a t i o n s  o f  D o t y  a n d  Yang on p o l y - y -  

b e n z y l - L - g l u t a m a t e ,  w h i c h  a r e  i n d i c a t e d  by d o t s ,  c a n  be o b t a i n e d  f o r  

4 

t - 2 

The r e s u l t s  o b t a i n e d  h a v e  g r e a t  s i m i l a r i t i e s  t o  t h o s e  e x p l i c i t l y  work  

ed o u t  by Z i m m  and B r a g g .  I n  f a c t ,  i f  t h e  f a c t o r  t i s  r e p l a c e d  by  t h e  n u -  

c l e a t i o n  t e r m  u s  i n  ( a ) ,  t h e i r  r e s u l t s  f o l l o w .  The t w o  r e s u l t s  f o r  t h e  

a v e r a g e  d e g r e e  o f  h e l i c i t y  a r e  i n d i s t i n g u i s h a b l e  f r o m  e a c h  o t h e r  f o r  

s m a l l  v a l u e s  o f  t = ~ ( 1 0 ' ~  o r  l e s s ) .  

t h a t  t h e  l o o p  f o r m a t i o n  f a c t o r  t e s s e n t i a l l y  c h a r a c t e r i z e s  t h e  d i f f i c u l -  

T h i s  l e a d s  t o  an i n t e r p r e t a t i o n  
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-20" 0" 20" T-Tc 
F i g .  1 .  T h e o r e t i c a l  c u r v e s  o f  t h e  he1 i i t y  d e g r e e  f o r  two t v a l u e s :  

-t=2 )( 10 '4 ;  - - -  t = 1 x l o - € .  
r i m e n  a1  r e s u l t s  o f  o p t i c a l  r o t a t i o n  o b t a i n e d  by D o t y  and 

The d o t s  s t a n d  f o r  e x p e -  

Young 6 . 

t y  o f  f o r m i n g  an  i n i t i a l  l o o p ,  t h a t  i s ,  t h e  n u c l e a t i o n  o f  a h e l i x .  

I n  summary, a l m o s t  t h e  same r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  two m e t h o d s .  

S i n c e  o u r  mode l  c o n t a i n s  t h e  p h y s i c a l  shape ( h e l i x  o r  c o i l )  e x p l i c i t l y ,  

a c l e a r e r  p i c t u r e  o f  t h e  n u c l e a t i o n  emerges .  

The foregoing modeland c a l c u l a t i o n s  may be a p p l i e d  w i t h  a s l i g h t  m o d i -  

f i c a t i o n  t o  t h e  D N A .  S i n c e  t h e  D N A  has  d o u b l e  s t r a n d s ,  t h e  l o o p  f o r m a -  

t i o n  f a c t o r  w i l l  be q u a d r a t i c  i n  p .  T h i s  f a c t o r  w i l l  t h e r e f o r e  be much 

s m a l l e r  f o r  D N A .  B e s i d e s ,  t h e  b a s e s  f o r m i n g  t h e  d o u b l e  h e l i x  a r e  more 

c o m p l i c a t e d ,  and  t h i s  f a c t  a l s o  s h o u l d  r e d u c e  t h e  f a c t o r  p .  I n  o r d e r  

t o  t r e a t  t h i s  c a s e  we s t a r t  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  mode l  H a m i l t o n i a n :  

" = - x j  I ( l - L ) ( l - l l j + l ) ( l  J - V j ) ( l  - v j + l  1 ,  ( 1 1 )  

t h  where  ( p  , v . )  a r e  t h e  s t a t e  v a r i a b l e s  o f  t h e  j- p a i r  o f  u n i t s .  The 

l a r g e s t  e i g e n v a l u e  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  i s  
j j  
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A 0 = 2 1 + s * / ( 1 - ~ ) ~  + 4 t 2 / ( 1  + 2 t )  ] , ( 1 2 )  

w h e r e  s = t 2  e B K / ( l  + 2 t ) .  ( 1 3 )  

Th is  y i e l d s  a n e v e n m o r e  a b r u p t  p h a s e  t r a n s i t i o n  a r o u n d  s = 1 .  T h i s  i s  

i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  o b s e r v a t i o n .  T h e  m e l t i n g  c u r v e s  f o r  

D N A  show a t r a n s i t i o n  w i t h  a t e m p e r a t u r e  r a n g e  o f  a f e w  d e g r e e s  i n  ' C  

w h i l e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t e m p e r a t u r e  r a n g e  f o r  a - h e 1  i x  e x t e n d s  t y p i c a l l y  

more  t h a n  f i v e  d e g r e e s  . S i n c e  t h e  f a c t o r  t-u p i s  e x p e c t e d  t o  be i n d e -  

p e n d e n t  o f  t e m p e r a t u r e  a n d  b a s e - s p i c e s ,  t h e  me1 t i n g  t e m p e r a t u r e  T 

d e t e r m i n e d  f r o m  s = 1 ,  s h o u l d  b e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  a v e r a g e  b o n d  e n e r -  

g y  p e r  h e l i x  K ,  w h i c h  l i n e a r l y  d e p e n d s  o n  t h e  c o n t e n t  o f  G - C  b a s e  p a i r s .  

T h i s  f e a t u r e  a l s o  i s  i n  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  . 

5 

m '  

5 

I t  i s  known tha t  a p u r e l y  o n e - d i m e n s i o n a l  s y s t e m  c a n n o t  u n d e r g o  a s h a r p  
6 

p h a s e  t r a n s i t i o n  . I n  o u r  s i m p l i f i e d  m o d e l ,  t h e  s m a l l n e s s  o f  t h e  l o o p  

f o r m a t i o n  f a c t o r  p g e n e r a t e s  a s m o o t h  b u t  s h a r p  t r a n s i t i o n  b e t w e e n  h e -  

l i x  a n d  c o i l .  T h i s  f a c t o r  p was e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  t u r n  p r o b a -  

b i l i t y  y a s  p = y4. I f  a h y p o t h e t i c a l  l o o p  c o n t a i n e d  a l a r g e  n u m b e r  k 

o f  s e g m e n t s ,  p = yk  w o u l d  h a v e  f o l l o w e d .  

s m a l l e r  t h a n  u n i t y ,  t h e  f a c t o r  p w o u l d  r a p i d l y  a p p r o a c h  z e r o  f o r  a l a r -  

s e  k .  I n  t h i s  l i m i t ,  we w o u l d  h a v e  a n  e x t r e m e l y  s h a r p  t r a n s i t i o n .  T h i s  

i s  n o t  a c o n t r a d i c t i o n .  I n  f a c t ,  a n  i n f i n i t e l y  l a r g e  h e l i x  i s  a t r u e  

t w o - d i m e n s i o n a l  s y s t e m ,  a n d  s u c h  a s y s t e m  c a n  u n d e r g o  a n  i n f i n t e l y  s h a r p  

p h a s e  t r a n s i t i o n .  
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